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Matematicianul german Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) a elaborat un principiu extrem de simplu
cu aplicatii neasteptate in variate domenii, principiu care-i poartd numele si pe care-1 enuntam mai jos, fiind o
metodd de demonstratie de tipul urmator:

,»Daca repartizam n+1 obiecte in n cutii, atunci cel putin doua obiecte vor fi in aceeasi cutie ”

Justificare: Consideram cazul cel mai nefavorabil asezand in fiecare cutie cate un obiect. Deci am
folosit n cutii si n obiecte. Obiectul cu numarul n+1 trebuie pus si el intr-0 cutie oarecare dar Tn acea cutie
exista deja un obiect. Asadar avem o cutie cu doud obiecte. Nu este important care cutie contine cel putin
doud obiecte, nici cate obiecte sunt 1n acea cutie si nici cate astfel de cutii exista. Important este ca exista cel
putin o cutie cu cel putin doua obiectem.

Teorema 1. (Principiul lui Dirichlet): Fie o multime nevida iar o partitie a lui (adica iar , pentru

Dacéd avem elemente din , atunci existd o submultime a partitiei care sa contind cel putin doua
elemente ale multimii .

In literatura matematica principiul lui Dirichlet este intalnit si sub denumirea de ,,principiul cutiei”,
cu precizarea cd denumirea de ,,cutie” desemneaza ,,grupe de obiecte”, stabilite dupa anumite reguli, iar
,,obiectele” desemneaza lucruri, numere, figuri geometrice, etc. La rezolvarea unor probleme este util de
aplicat principiul Dirichlet generalizat.

,»Dacd plasam pn + 1 obiecte in n cutii, atunci cel putin o cutie va contine cel putin "p+1"obiecte”.

Unele probleme (in special ce tin de geometrie) se rezolva, utilizand principiul Dirichlet in
urmatoarele enunturi:

a) Daca pe un segment de lungime | sunt situate citeva segmente cu suma lungimilor mai mare ca |,
atunci cel putin doua segmente au un punct comun;

b) Daca in interiorul unei figuri de arie S sunt plasate figuri cu suma ariilor mai mare decat S, atunci
exista cel putin doud dintre aceste figuri cu un punct comun;

c¢) Daca figurile F1; F2; . . .; Fn cu ariile S1; S2; . . . ; Sn respectiv sunt incluse in figura F cu arie S si
S1+8S2+...+Sn>KS, atunci k + 1 din figurile F1; F2; ... ; Fn au un punct comun;

Ceea ce caracterizeaza problemele in care se foloseste acest principiu, este dificultatea de a le aborda
pe cai cunoscute. in general principiul cutiei este un principiu de numérare care in ultimul timp a capitat o
mare popularitate fiind pus la baza unui numar mare de probleme, unele chiar dificile .



Aplicatii practice ale Principiului lui Dirichlet

1. Fie aq,ay, ..., a,, @y 1 UN sir de n + 1 numere intregi diferite doua cite doui. Atunci exista
doi indici i si j € {1,2,...,n + 1} astfel incat a; = a;(mod n)
Solugie: Impartim multimea Z in cele n clase de resturi modulo n . Cum acestea formeazi o partitie a

lui Z , totul rezulta din principiul lui Dirichlet.

2. Fie M 0 multime formata din n numere intregi(nu neaparat distincte). Sia se demonstreze ca

M are cel putin o parte nevidi cu proprietatea cd suma elementelor sale se divide cun .
Solurie: Fie M = {ay,a,, ...,a,} cua; € Zpentru orice i € {1,2,...,n + 1}.

Sa consideram submultimile lui M:
M, ={a.}, M; = {a,a}, ..., My = {ay,a,, ...,a,} si sd formadm sumele S; = a4, S, =a; + ay,..., S, =
a, +a;+--+ a,.

Daca unul din numerele Sy, S5, ..., S, se divide cu n, problema este rezolvata.

Daci S3,S,, ..., S, nu se divid la n, atunci, conform problemei 1, exista p,q € N,k < p < n, astfel

incat S, = S, (mod n). Atunci multimea cdutata va fi {ak+1, A2y e s ap} :

3. Se considera 7 numere naturale. Demonstrati ca printre numerele date, cel putin doua dau
acelasi rest la impaértirea cu 6.

Solusie: La impartirea cu 6 a unui numar natural se poate obtine unul din resturile: 0, 1, 2, 3, 4 sau 5.
Consideram cutia ,,i” formata din numerele care dau restul ,,i”” la impartirea cu 6. Rezulta astfel 6 cutii in care
trebuie plasate 7 numere. Va exista cel putin o cutie care contine doua sau mai multe numere care dau acelasi

rest la impartirea cu 6.

4. Sa se demonstreze ca printre orice sase numere intregi existi doua numere a caror diferenta
este divizibila prin 5.
Solurie: Conform exercitiului 3 , exista cel putin doud numere care dau acelasi rest prin impartire cu 5,

deci diferenta lor este divizibila cu 5.

5. Sa se arate ca oricum am alege 7 numere péatrate perfecte (distincte), exista cel putin doua a
caror diferenti se divide cu 10.

Solurie: a? impartit la 10 va da unul din resturile: 0, 1, 4, 5, 6, 9. Deoarece avem 7 patrate perfecte si
numai 6 resturi, atunci exista cel putin doua patrate perfecte care dau acelasi rest la impartirea cu 10, deci

diferenta lor se divide cu 10.

6. Sa se arate ca oricum am alege cinci numere intregi, existid doua dintre acestea, care au suma
sau diferenta divizibile cu 7.

Solurie: La impartirea cu 7 a unui numar rezultd resturile 0,1,2,3,4,5,6. Patratul sdu va da la impartirea
cu 7 unul din resturile 0, 1, 2, 4. Avem cinci numere si patru resturi, rezultd conform principiului cutiei ca cel

putin doua din cele cinci patrate dau acelasi rest la impartirea cu 7 ;



x2 —y2 sedivide cu 7, deci 7 |(X—Yy)(Xx+Y)

cum 7 este numdr prim = 7|X —ysau 7|X +Y.

7. La un turneu de sah au participat n >2 sahisti. Sa se demonstreze ca in orice moment al
turneului dinaintea ultimei runde, cel putin doi sahisti au acelasi numir de victorii.
Solutie: Tn orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare sahist a jucat maximum n -2

participat n sahisti, rezulta ca cel putin doi sahisti au acelasi numar de victorii inaintea ultimei runde.

8. Consideram multimea A = {al, Ay eenes an} cu elemente numere intregi. Sa se demonstreze ca

A are cel putin o parte nevida cu proprietatea ci suma elementelor sale se divide cu n.

Solutie: Daca a este numar intreg si n numar natural, exista q si r unice astfel incdta =nq +r,q €
Nsire{1,..,n—1}.

Consideram urmatoarele n submultimi ale lui A:

A ={a} A,={a.a,}, ..., A = {a,a,..,4,].

n

Notim cu S, =a,+a,+....+a;,, 1=1n (suma elementelor fiecirei multimi). Dacd unul din

numerele S,, 1=1n se divide cu n, problema este rezolvati. Dacd nu, cele n resturi obtinute prin

impartirea cu n a numerelor S;, apartin multimii {1, 2, ...n —1} cu n -1 elemente diferite.

Deci exista cu siguranta doua numere S; si Sjcare dau acelasi rest la impartirea cu n.

FieS;=a +a,+...+a; si S;=a, +a, +....+a; cele doud numere. Fie i < j ;cumn| S; —S;

, rezultd ca submultimea este B = {am, ai+2,.....aj}.

9. Tntr-o scoali sunt 731 elevi. Aritati ci existi cel putin 3 elevi care isi serbeazi ziua de nastere
Tn aceeasi zi a anului.

Solurie: Presupunem cé nu exista 3 astfel de elevi. Deci in fiecare zi a anului isi serbeaza ziua de nastere
cel mult 2 elevi. Daca in fiecare zi a anului 1si vor serba ziua de nastere doi elevi atunci, intr-un an, vor avea

aniversarea 3652 = 730 elevi. in scoala sunt 731 elevi, deci al 731-lea isi va serba ziua impreuni alti doi.

10. Din cei 24 de elevi ai unei clase, 19 au participat la olimpiada de limba roména, 16 la
olimpiada de matematici, 15 la olimpiada de geografie, 14 1a olimpiada de fizica. Sa se arate ca cel putin
opt elevi au patriciat la toate cele patru olimpiade.

Solutie: Presupunem cé niciun elev nu a participat la toate cele patru olimpiade, deci fiecare a participat
la cel mult trei olimpiade. Daca fiecare elev a participat la trei olimpiade, atunci la cele patru olimpiade au
participat 24 - 3 = 72 de elevi. Dar numarul elevilor participanti la olimpiade este 19 + 16 + 15 + 14 = 64.

Avem 1n plus 8 elevi. Deci cel putin 8 elevi au participat la toate cele patru olimpiade.



11. Sa se arate ca printre oricare 52 de numere naturale, exista cel putin doua care au suma sau
diferenta divizibila cu 100.

Solurie: Ne fixam 51 de submultimi. Prima submultime contine toate numerele naturale ce se termina
cu 00, a doua contine numerele ce se termind cu 01 sau 99, a treia contine pe cele care se termina cu 02 sau 98,
..., @ 50-a submultime contine numerele care se termina cu 49 sau 51, iar a 51-a submultime contine numerele
care se termind cu 50. Deoarece avem 52 de numere, conform principiului lui Dirichlet cel putin doud se vor
gasi in aceeasi submultime din cele de mai sus. Dar in orice submultime de mai sus suma sau diferenta a doua

numere se divide cu 100, deci cel putin 2 numere din cele 52 au suma sau diferenta divizibila cu 100.

12.S4 se arate ca pentru oricare trei numere prime p>q>1r>=5 numiarul N =
(p* — ¢*)(p? — r*)(q* — r?) se divide cu 30

Solurie: Numerele fiind prime(si diferite de 2) ele sunt toate impare si atunci (p-q)(p+q) se divide cu
4, deci N se divide cu 2(chiar cu 26 = 32).

Numerele fiind prime, niciunul nu se divide cu 3, deci sunt de forma 3k+1 sau 3k+2, cel putin doua
din trei au aceeasi forma. Daca p=3k+1 si g=2m+latuncip®> — ¢’ =(p—q)(p+q) =3k —m)(p+ q) :
3, deci N se divide cu 3.

Daca doud dintre numerele p,g,r dau acelasi rest prin impartire cu 5, suma patratelor lor(implicit si
diferenta patratelor) se divide cu 5. Daci nu resturile sunt 1,2,3 sau 1,2,4 sau 1,3,3 sau 2,3,4. in fiecare caz
suma a doud dintre ele este divizibila cu>.

Deci N se divide cu 2, cu 3 si cu 5, adica 30|N.

13. Sa se arate ci oricare ar fi numerele naturale nenule nq,n, ,nz, ny, ng si N diferenta a doua
din numerele N™, N2, N3, N4 N™s se divide cu 5.

Solurie: Pentru orice numar natural N sirul ultimelor cifre este periodic de perioada cel mult 4, deci
ultima cifrd a lui N* este una din 4 cifre(pentru orice k € N*). Existd dou din cele cinci puteri care au ultima

cifra aceeasi. Diferenta lor se divide cu 10, deci si cu 5.

14.Si se arate cii pentru orice numir impar n exista un numir k € N* astfel incat 2% — 1 si fie
divizibil cu n.

Solutie: Considerdim numerele 21 — 1,22 — 1,23 —1,...,2" — 1,2™*1 — 1 care dau n + 1 resturi la
impartirea cu n. Cel putin doua dau acelasi rest, deci diferenta lor se divide cu n.

Dar (2K —1)— (2P —1) = 2K — 2P = 2P(2¥"P — 1) i n si deoarece 2P si n(impar) sunt relativ

prime rezulta 277 — 1 i n,

15. Sa se arate ca printre n + 1 numere naturale diferite mai mici decat 2n se gasesc trei numere
cu proprietatea ca unul dintre ele este egal cu suma celorlalte doua.

Solugie: Fie a4, ay, ..., a1 Cele n + 1 numere naturale cu proprietateacaa; < 2n,1 <i<n+1.Sa
presupunemcaa; < a, < -+ < anpyq-AtUNCI Ay — A1, pyq — Ao, -, Qpyq — Ay, SUNE Incd numere naturale
mai mici decét 2n, n total( cu cele initiale) avem n + 1 + n = 2n + 1 numere. Cum ele sunt mai mici decét

decét 2n, conform principiului lui Dirichlet, exisd doud numere ce vor coincide.



a;=an; —a; (i €{1,2,..,n+1},j €{1,2,..,n})

De aici ap11 = a; + a; .

16. Punctele planului sunt colorate in doui culori. Sa se arate ca existd doui puncte de aceeasi
culoare situate la distanta 1 m.

Solurie: Consideram un triunghi echilateral cu lungimea laturii de 1 m. Varfurile triunghiului vor
desemna "obiectele" si culorile vor fi "cutiile". Cum "obiecte" sunt mai multe decat "cutii" rezulta, ca exista
doua varfuri de aceeasi culoare. Cum triunghiul este echilateral, distanta dintre varfuri este 1 m.

Tinem sa mentionam ca aceasta problema poate fi rezolvata si prin alta metoda. Fie A un punct in plan
si presupunem, ca toate punctele din plan situate la distanta de 1 m de A sunt de culoare diferita de culoarea
punctului A. Atunci avem o circumferinta de raza 1 din puncte de aceeasi culoare. Evident exista o coarda a
acestei circumferinte de lungime 1 m. Prin urmare, extremitatile coardei sunt puncte de aceeasi culoare situate

la distanta de 1 m.

17. Se considera in plan n puncte distincte. Ciate doua puncte determina un segment. Sa se
demonstreze ca exista doua puncte din care pleaca acelasi numir de segmente.
Solusie: Dintr-un punct pleacd maximum n-1 segmente si minim 1. Cum avem n puncte, vor exista

doua din care pleaca acelasi numar de segmente.

18. in interiorul pitratului de latura 1 sunt asezate citeva cercuri, avind suma lungimilor egali
cu 10. Sa se arate ca exista o dreapta, care sa intersecteze cel putin patru din aceste cercuri.

Solurie: Se proiecteaza cercurile pe una din laturile patratului. Proiectia fiecarui cerc este un segment
cu lungimea egald cu lungimea diametrului cercului respectiv. Suma tuturor acestor segmente este 3,1.
Conform principiului Dirichlet, existd cel putin patru segmente ce au in comun un punct. Perpendiculara

ridicatd in acest punct, pe latura patratului, va intersecta cel putin patru cercuri.

19. in plan sunt date 25 puncte, astfel incét dintre orice trei puncte doui puncte sunt situate la
distanta mai micéa ca 1. Sa se demonstreze ca existid un cerc de raza 1 ce contine nu mai putin de 13 din
aceste puncte.

Solurie: Fie A unul din punctele date. Daca celelalte puncte sunt in interiorul cercului S1de raza 1 si
centrul in A, atunci problema este solutionata. Fie B unul dintre punctele situate in exteriorul cercului S1.
Examinam cercul S2 de raza 1 si centrul B. Printre punctele A; B; C, unde C un punct arbitrar dintre cele date,
exista doud cu distanta intre ele mai mica decat 1.Mai mult aceste puncte nu pot fi A si B. Astfel cercurile S1

si S2 contin toate punctele initiale. Deci, unul dintre aceste cercuri contine cel putin 13 puncte.

20. in pitratul de laturi 1 se consideri 64 de puncte. Si se arate ci existil trei puncte dintre
acestea ca pot fi acoperite cu un cerc de raza 1/8.
Solutie: incepem rezolvarea prin a observa ci daca cercul de raza r contine punctual A, atunci si

central acestui cerc va apartine cercului de centru si raza r . Deci pentru rezolvarea problemei este de ajuns sa

C . . . o1 N U <
gdsim trei cercuri, de raza Zcu centrele in trei din cele 64 de puncte, care sa aibd In comun un punct. Observam



ca punctele din cercurile cu centrele in unele din cele 64 de puncte pot fi depirtate de laturile patratului cu mai
putin de 1/8. Aria figurii maxime ce poate fi acoperita cu cercuri de raza si cu centrele in interiorul patratului
este:

T 1

1+=+—
2

1
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Avria celor 64 de cercuri cu raza de é este egald cu m. Cum 1 — (1 + % + 433) >0 in timp ce w —

2 (1 + % + 423) > 0, conform principiului lui Dirichlet exista trei cercuri(de fapt discuri) care sa aiba in comun

un punct.

21. Sa se arate ca daca intr-un punct din interiorul unui poligon regulat cu 2n laturi se Intalnesc
n diagonale, atunci acest punct este centrul cercului circumscris poligonului.

Solurie: Prin reducere la absurd, presupunem ca diagonalad din cele n nu trece prin centrul cercului
circumscris. Atunci cel putin de o parte a acestei diagonale se gasesc mai putin de n — 2 varfuri ale poligonului.
Deci, din principiul lui Dirichlet, deducem ca din cele n — 1 diagonale ramase, cel putin doud pornesc din
acelasi varf. Acest lucru insa nu este posibil, deoarece ele se intersecteaza si in centrul cercului circumscris si
sunt distincte. Am ajuns deci la o contradictie. Asadar toate diagonalele trec prin centrul cercului circumscris

poligonului.

22. in plan se consideri 2n? + 1 puncte cu proprietatea cii pentru oricare dintre ele existi un

< < s Al < < ex < 2V6 < . xa
cerc de raza 1 care sa le contina In interior. Sa se arate ca existd un cerc de raza 3, care si contina in

interior trei dintre punctele date.

Solurie: Se consider cercurile de raza 1 ce au centrele in punctele date. Se deduce de aici ca intersectia
oricdror trei cercuri este nevidd si conform teoremei lui Helly, intersectia tuturor cercurilor este nevida. in
aceasta intersectie se afld un punct care este centrul unui cerc de raza 1. Acest cerc contine toate punctele date.
Fie O acest cerc. Construim un pétrat circumscris lui O. Acesta are latura 2. Se imparte pitratul in n? pitritele
egale, de laturd 2/n. Toate cele 2n2 + 1 puncte sunt in interorul patratului. Cum sunt n? patratele, se deduce
ca exista un patratel ce include trei puncte date. Laturile triunghiului format de cele trei puncte vor fi mai mici

decat 2v/2/n. Daca un triunghi are laturi mai mici decat [, el poate fi inclus intr-un cerc de razi [/+/3 .

23. O sferi de raza egali cu 10 este inscrisa intr-un poliedru cu 19 fete. Sa se arate ca pe suprafata
sa se pot gasi doui puncte astfel incit distanta dintre ele sa fie mai mare decat 21.

Solutie: Vom rezolva problema prin reducere la absurd. Presupunem ca distanta intre orice doua puncte
ale suprafetei poliedrului cu 19 fete este mai mica decat 21. Atunci acest poliedru va fi situat in interiorul unei
sfere de raza 11 concentrica cu sfera de raza 10 si fiecare fata a sa va fi situata intre sfere. Din acest motiv aria
fiecarei fete nu depaseste aria unui cerc de razi v21( obtinut prin sectionarea sferei de raza 11 cu un plan
tangent sferei de raz 10). Aria poliedrului nu depaseste 19m(v/21)? = m(20% — 12) = 3997; dar aria lui este

mai mare decat aria sferei de raza 10, egald cu 4 - 10%. Am obtinut astfel o contradictie.

24. Varfurile unui poligon regulat cu noua laturi sunt colorate cu rosu si albastru. Sa se arate ca

exista doua triunghiuri congruente, fiecare din ele avand varfurile colorate cu o aceeasi culoare.



Solurie: Din noua varfuri, colorate cu doua culori, se pot separa cel putin cinci, care sunt colorate la
fel. Presupunem ci aceastd culoare este rosie. Cinci varfuri colorate in rosu formeaza C3 = 10 triunghiuri
diferite la fel colorate(in rosu). Rotatia de centru O si unghi 2km/9 , k = 0,1, ..., 8(O este centrul poligonului
regulat) nu schimba multimea M a varfurilor acestui poligon. Prin rotatia de unghi 2km/9 a fiecaruia din cele
10 triunghiuri colorate in rosu se obtin 10 - 9 = 90 de triunghiuri cu varfurile in multimea M. Dar multimea
tuturor triunghiurilor formate cu cele doud varfuri este egald cu C3 = 78 < 90. Deci existd doud triunghiuri

D; si D, colorate n rosu, care dupa cateva rotatii coincide cu un acelasi triunghi.

25. Pe tabla de sah 8 x 8 notam centrele tuturor cimpurilor. Un numir de treisprezece drepte
pot imparti tabla in parti astfel incat in interiorul fiecarei parti sa nu se afle mai mult decat un centru
al unui camp?

Solurie: Pe marginea tablei de sah 8 x 8 consideram 28 de campuri. Se duc cele 28 de segmente ce
unesc centrele a doud campuri consecutive(din cele 28 considerate). Orice dreapta poate intersecta cel mult
doua din segmentele considerate si deci treisprezece drepte pot intersecta cel mult 26 de segmente, adica se
pot gasi cel putin doud segmente ce nu sunt intersectate de dreptele considerate. Deci raspunsul este negativ.

26. Tn dreptunghiul de laturi 20 si 25 se aruncid 120 de pitrate de laturi 1. Aritati ci in
dreptunghi se poate aseza un cerc de diametru 1 care nu intersecteazi niciunul din péitratele date.

Solurie: Centrul cercului de diametru 1, asezat in intregime in dreptunghiul dat, se afla asezat la o

distantd mai mare ca Y de laturile dreptunghiului (fig. 2a), adica in dreptunghiul de laturi 19 si 24.
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Fig. 2

Aria acestui dreptunghi este egala cu 19 - 24 = 456. Pentru ca cercul de diametru 1 sd nu taie un

patratel de latura 1, centrul lui trebuie sa fie la o distanta mai mare ca 'z de laturile acestuia(fig. 2b), adica in

1
Tl'z+ 1

. . . < 1 . < .
afara conturului, care delimiteaza o arie egald cu 4 - 3 1+4- =3 +% .Chiar daca aceste figuri nu se

intersecteaza(situatia cea mai nefavorabild), suma ariilor acestora este egald cu 120 (3 + %) =360+ 30 <

360 + 30 - 3,2 = 456.
Prin urmare aceste figuri nu pot acoperi dreptunghiul de arie 46 si deci exista un cerc de diametru egal

cu 1, care nu intersecteaza niciunul din patrate.



27. Se da un cub cu latura 1. Sa se arate ci oricum am alee 28 de puncte interioare, cel putin

< 1: . R < V3
doua dintre ele au distanta mai mica sau egala cu 3

Solurie: Sa impartim fiecare laturd a cubului in cate trei parti egale si ducand prin ele paralele la muchii
obtinem pe fiecare fata a cubului 9 patrate egale. Ducand plane paralele cu fetele cubului prin punctele de
diviziune cubul este astfel impartit in 27 de cubulete, fiecare cu latura de 1/3. Cum sunt 28 de puncte interioare,
conform principiului lui Dirichlet, cel putin doua se vor afla in interiorul aceluiasi cubulet de latura 1/3.

. e e - - o = - . 3
Distanta maxima dintre cele doua puncte nu poate depasi diagonal unui astfel de cubulet, care este ‘/?— .

28. Fiind date 9 puncte in interiorul patratului unitate, si se demonstreze ca exista printre ele
trei puncte care sunt varfurile unui triunghi de arie mai mica sau egala cu % .

Solurie: Unind doua cate douda mijloacele laturilor opuse in patratul dat obtinem o impartire a acestuia
in patru patrate de arie % . Conform principiului lui Dirichelt cel putin unul dintre acestea va contine trei sau
mai multe puncte din cele 9 considerate in enunt. Notam EFGH acest patrat si fie A, B, C trei dintre aceste

. N - o1 . oA s . . o o -
puncte continute in patratul EFGH de latura 3 obtinut ca mai inainte(vezi fig. 1); va fi suficient sa probam ca

Sapc < % - Sgren - Ducand prin A,B,C paralele la EH, una se va afla intre celelalte doud, deci va tdia in interior
latura opusa prin care aceasta trece. Fie AA’ aceasta, cu A’ € BC; construim BB’L AA’, cu B’ € AA’ 5i CC’L
AA’cuC € AA’.

AVEM  Supc = Spgu + Sacar =5 AA - BB’ + 2 AA"- CC
1

=~ AN (BB'+CC) < EH -HG =3



