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1.Imaginea unei multimi printr-o functie

Definitie: Fie f : E — F si A E. Numim imaginea prin f a multimii A multimea:
f(A={f(X)|xeAtcF

Daca A = E multimea f(E) se va numi multimea efectiva de valori a functiei f.

Exemplu: Fie functia
fiR—{0} >R, F(X)=x+ %( Sa aratam ca f (R —{0}) = (—o0,—2] U[2, )

Vom arata aceasti egalitate de multimi prin dubl3 incluziune.
Fie ye f(R—{0}),y = x+%( cu x e R—{0}
Dacd x>0, atunci Xx+1/x—2=(x*+1-2x)/x = (x-1)*/x > 0cuegalitatea pentrux =1
Dacd X <0, atunci Xx+1/x+2=(x* +1+2x)/x=(x+1)*/x < 0cuegalitatea pentru x = —1
Deducem ci Y & (—0,—2] U[2, ), adica f (R —{0})  (~0,—2] U[2, )
Fie acum Y € (—00,—2] U[2,0),adica| y |> 2
S5 aratam ca Ix e R—{O}astfelincat y = x+1/Xx < x* +1=yx <> x> —yx+1=0
cum A =y? —4>0,deducem existenta unui x cu proprietatea ceruta,
Deci (—00,—2] U[2,0) < f (R —{0})
Teoremi: Fie f : E — F,iar A, B < E. Sunt adevarate urmétoarele afirmatii:
1) AcB= f(A) c f(B)
2) f(AUB) = f(A)uU f(B)
3) f(ANB) < f(A) f(B)

Demonstratie:

1)Evidenta.



2)Fie y € f (AU B);atunci (3) x € AU B, astfelincat y = f(X). Dupa cum X € AsauX € B,
deducemca f(X) e f(A)sau f(x) e f(B),adicaye f(A)u f(B).Deci f(AUB) < f(A)uU f(B)

cum Ac AUBSsIiB c AuB, conformcul) f(A) < f(AUB)sif(B) < f(AUB), de unde
rezultd cd f(A)u f(B) < f(A)n f(B)

3) Cum
ANBc AsiAnB c B,conformcul),deducemca f(ANB) < f(A)sif(AnB) < f(B)

deunderezulticd f(ANB)c f(A) N f(B)

2.Compunerea functiilor

Fie f :E — F,sig:G — H dous functii pentru care f(E) cG.
Vom defini o altd functie h: E — H, in felul urmator: VX € E,h(X) = g(f (X))
Functia h definitd mai sus poartd numele de compusa functiei g cu f siva finotatd h=go f
Pentru o multime oarecare E vom nota 1; : E — E, functia definit3 astfel : VX € E, avem 1, (X) = X
Teoremd: Fie f :E—>F, g:G—>H,h:1—>J pentrucare f(E) =G, g(G) < I.Atunci
1) (heg)e f =he(gof)

)1 of=f, fol, =f

3.Functii injective

Definitie: Fie T : E — F o functie oarecare. Vom spune ca f este injectivd dacd VX, Yy e E,X#y =
f(x) = f(y)

Teoremi Fie f : E — F . Urmétoarele afirmatii sunt echivalente:
1)f este injectiva;
2) dacé pentru VX, y e Eavem f(x) = f(y) = x=y
3) VABCE, f(ANB) = f(A) f(B)

Demonstratie:

1) = 2) Fie x,y € E astfel incat f(x)= f(y). Dacd prin absurd X#Y ,cum f este injectiva ar rezulta

f(X) # f(Y) ceea ce este contradictoriu. Analog deducem c& 2) = 1)



2) =3) conform teoremei anterioare f(ANB)c f(A)n f(B)
S& demonstram cd f(A)n f(B) < f(ANB).

Fieye f(A)Nf(B)=ye f(A)siye f(B).Deci(I)x e A zeBastfelincat y = f (x) = f(z) , adica
x =z Cum Xe€AZzeB si x = z. deducem ca Xe ANB i deci y=1Tf(x)e f(AnB), adica
f(A)N f(B) < f(ANB)

3) = 2) Fiex, y € E astfel incat f(x)= f(y) si A ={x}, B={y}. Conformcu3) f(ANB)= f(A)n f(B)

< (AN B)={f(x)}, adicd A = B = {x}, deci {x} = {y}. adicad x = y.

Teoremi Fie f : E — F o functie oarecare. Atunci f este injectivd dacd si numai dacd 39 : F — E astfel

incat go f =1

Observatie: Daca compunem doua functii injective obtinem tot o functie injectiva.

4. Functii surjective

Definitie: O functie f : E — F se numeste surjectivd daca: (V)y € F,(3)X € E astfel incat f( x )=y.

Observatie: O functie f este surjectiva daca si numaidaca f(E)=F.

Teoremi: Fie f : E — F o functie oarecare. Atunci f este surjectivd dacd si numai dacd (3)g:F > E

astfelincat fog=1..

Demonstratie:

=:Fie YeF, atunci (3)x € E astfel incat f( x ) =y. Dintre acesti x alegem unul X, Definimg(y) = X,

se verificd imediatca fog=1;.
<:Fie Yy € F ;atuncif(g(y)) =ysidacd notdm cux=g(y)avem cd f( x) =y, adica f este surjectiva.

Observatie: Daca compunem doua functii surjective, obtinem tot o functie surjectiva.

5. Functii bijective

Definitie: O functie f : E — F se numeste bijectivd dacd ea este simultan injectiva si surjectiva.

Observatie: O functie f : E — F este bijectivd daca si numai dacé pentru orice y € F, exista cate un

singur X € E astfelincat y=f(x); functia @ :F — E definit3 prin g(y ) = x poartd numele de inversa



functiei f si se noteaza g= f -,

Deci,dacd f :E — F este bijectivd, atunci avem o functie f 7 F — E definit astfel:
fi(yY)=x=f(X)=y(xeE,yeF).

Se verificd imediatcad f 1o f =1_sifof™*=1_.

O functie f:E —F estebijectivdi <>3g:F — E, astfelincat go f =1.sifog=1..

Teoremid : Fie f : A— Bsig:B — C dou functii bijective. Atunci go f : A— C este bijectiva si
(gof)'=f"og™.

Demonstratie:

Faptulca go f este bijectiva rezultd din faptul c& dacd compunem dous functii bijective obtinem tot o
functie bijectiva.

Fie h=f"og™;avem
(gof)eh=(gof)o(fog™)=fo(fof?)og =golog =gog™ =1,
iarho(go f)=(fog™)o(gof)=fro(grog)of="F 0l of =f?cf=1,

6. Functii pare

Definitie : Fie @a € R,a>0. 0 functie f :[-a,a] > R se numeste para daci f(-x )=f( x), VX €[-a,a].
Exemple : Functia C0S: R — [-11] este o functie paré.
Functia T : R >R, f(X) = x*,(k € N) este pars.

Observatie: Un produs finit de functii pare este o funtie para ; o suma finita de functii pare este o functie
para . Daca compunem doua functii pare obtinem tot o functie para.

7. Functii impare

Definitie: Fie a € R,a > 0.0 functie f :[-a,a] &> R se numeste impara daci f(-x)= - f(x) ,
vx e[-a,4a]

Exemple: Sin: R —[-11] este o functie impars;
Functia f : R — R, f(X) = x**,(k € N) este impar3.

Observatie: Un produs par de functii impare este o functie para, iar un produs impar de functii impare
este o functie impara. O suma finita de functii impare este o functie impara. Daca compunem doua functii



impare obtinem tot o functie impara.
Teoremi: Fie f 1R — R o functie impar3 si bijectivd. Atunci functia f R — R este impara.
Demonstratie:

Fie Yy € R ; s demonstrimca f (y)=—f (y).Avem:
F(f 7 (=y)) ==y, iar (=T 7(y))=—F(f "(y)) =-y,adica f (f *(=y))= (=T 7(y)) sideci
FEy)=—17(y).

8. Functii periodice

Definitie: O functie f : R — R este periodicd dacs exista un numar T# 0 pentru care f(x+ T) = f(x),

(V)xeR.

Un astfel de numar T poarta numele de perioada a functiei f. Cea mai mica perioada strict pozitiva a functiei
f, daca exista, poarta numele de perioada principala a functiei f.

Exemple: Functiile trigonometrice sunt functii periodice ( functiile sinus si cosinus au perioada principala

27 , iar functiile tangenta si cotangenta au perioad3 principald 7).
Observatii: Daca T este perioada pentru f atunci —T este perioada pentru f.

Daci T este perioad3 pentru f atunci kT este perioada pentru f, (K € Z)

Dacé g este o functie periodicd, iar f este o functie oarecare atunci go f este o functie periodici, in

particular daca compunem doua functii periodice obtinem tot o functie periodica .

9. Probleme

1.Fie f : A—>B,g:B —>C dous functii. Aratati ci:
i) Dacd go f este injectiva pe A, atunci f este injectiv pe A.
ii) Dacd go f este surjectiva pe A, atunci g este surjectiva pe B.

Solutie.

i) Fie X;, X, € A, astfelincat f(Xx,)=f(X, ); atunci g(f( X)) = g(f( X, ) = (g > F)(x)) = (g ) (X;)

= X =X,

i) Fie Y€ C,cum go f este surjectivd IX € Aastfelincat (go f )(x) =y=g(f(x)) =y= g

surjectiva.



2.Fie f,g: A—> B dous functii oarecare, iar N: B — C o functie bijectivi. Arétati c3 daci
ho f =heog atuncif=g.

Solutie.
Cum h este bijectivi=>3h™" :C > B.Dinho f =hog=h"o(ho f)=h"0o(hog)=

= (hoh)of=(h"oh)og=l,0f=1,00=f=g.

3.Fie F:R>N iar f, f,: R >R, f,(X) =%[f(x)+ f(—x)], f,(x) =%[f(x)— f (—=x)]. Aratati

cd atunci f, este parg, iar f, esteimpargsif= f+f,.

Solutie.Avem f,(—X) = %[f (=x)+ f(x)]= f(x),iarf,(—x) :%[f (x)—f(X)]=-1(x).

4. Fie f 1R — N o functie periodica si monotona. Atunci aratati ca f este constanta.

Solutie.

Cum f este periodicd 3T > Qastfelincat f (x+T) = f(X).(V)X € R. S presupunem ci f este monoton
crescatoare. Atunci f(0) < f(X) < f(T),(V)x €[0,T]. Cum (0) = f( T ) deducem f(x)=f(T),
(V)x €[0,T] adic4 f este constantd pe [0, T] deci si pe R.



